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Resumo

Wormbholes (ou buracos de minhoca, em portugués) sao solugoes das Equagoes de Campo
de Einstein conectando duas regioes assintoticamente planas. Para um tipo especifico
destes objetos, a saber, os wormholes atravessaveis, torna-se possivel para um observador
atravessa-los, estabelecendo um caminho viavel entre as duas regides assintéticas. Muito
embora matéria exética - que viola as condigoes usuais de Energia - seja necessaria para
sustentar tais tipos de objetos, suas geometrias inerentes podem oferecer ferramentas

importantes para compreensao de fendmenos mais complexos.

Nesta dissertacao de Mestrado, uma classe de wormholes chamada wormholes minimais foi
caracterizada em termos do Tensor de Energia-Momento e propriedades geométricas. Um
estudo de modos quasinormais também foi feito, de modo a analisar a estabilidade linear
destas solugoes. O sistema foi perturbado por uma particula teste escalar ndo massiva, o
que permitiu o calculo dos modos quasinormais para esta perturbagao. Os resultados mais
importantes obtidos foram: a expressao para o potencial efetivo para campos escalares

testes e analise da estabilidade linear da solucao.

Palavras-chaves: Relatividade Geral. Buracos Negros. Wormholes.



Abstract

Wormbholes are solutions of the Einstein Field Equations connecting two asymptotically flat
regions. For a specifically type of these objects, dubbed traversable wormholes, it is possible
to a observer to travel across them, establishing a viable path between the asymptotically
flat regions. Even though exotic matter - which violates the usual conditions of Energy
Conservation - is required to support such kind of object, their inherent geometries might

offer some important tools to comprehend more complex phenomena.

In this M.Sc. dissertation, a class of wormholes namely minimal wormholes was char-
acterized in terms of their Energy-Momentum Tensor and geometry properties. Also, a
study of quasinormal modes in these wormholes was made, in order to analyze their linear
stability. The system was perturbed by a test massless scalar particle, which permitted
us to calculate the quasinormal modes for this perturbation. The most important results
obtained were: the expression of effective potential for test scalar fields and the linear

stability analysis of the solution.

Key-words: General Relativity. Black Holes. Wormholes.
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1 Introducao

Os chamados wormholes (1) sdo solugdes das Equagoes de Einstein com pro-
priedades geométricas tais que duas regides assintoticamente Minkowskianas estejam
conectadas geodesicamente. Concebidos inicialmente por Einstein e Rosen (2) nos anos 30
como possiveis descri¢coes para a regiao interior de certos buracos negros, os wormholes
passaram a ser considerados efetivamente como possivel conexao entre regides assintotica-
mente Minkowskianas por meio de uma garganta a partir dos trabalhos de Morris, Thorne

e Yurtsever no final dos anos 80 (3)(4) e que foram intitulados wormholes atravessaveis.

Como sera visto em mais detalhes no capitulo 3, os wormholes atravessaveis
sao aqueles em que é possivel um corpo realizar a travessia de uma regiao assintética
para a outra. As configuragoes da geometria desta categoria de wormholes requerem,
necessariamente, a existéncia de matéria exodtica, ou seja, matéria que nao respeita as
condigoes de energia usuais (1), o que é uma importante restricao a existéncia destes
objetos dessa natureza macroscopicamente. Ainda assim, suas caracteristicas geométricas
inerentes sao interessantes e podem ser encarados como “toy models” de solugoes mais

complicadas.

Este trabalho contemplou um estudo do problema de espalhamento de ondas
escalares como elaborado em (5), visando uma anélise de estabilidade via modos quasi-
normais e utilizando como geometria o wormhole minimal (6)(7), um tipo especifico de
wormbhole atravessavel. De modo habitual, o espalhamento foi estudado na aproximacao
linear, ou seja, o campo escalar foi considerado um campo de teste sobre a geometria do
wormhole. A andlise foi elaborada levando-se em conta as questoes relativas as condigoes de
contorno no wormhole para as ondas incidentes e espalhadas, de modo a calcular os modos
quasinormais. Os calculos tém como base a solucao da Equacgao de Klein-Gordon para
espago-tempo curvo por meio do potencial efetivo relacionado a métrica. Desta mesma
andlise, podem-se inferir propriedades de estabilidade (linear) do wormbhole, e isto foi

também investigado.

Nesta dissertacao, o capitulo 2 aborda uma revisao do contetido de Relatividade
Geral, explicando também os pré-requisitos necessarios para dar continuidade a leitura
e entendimento dos capitulos subsequentes. Em seguida, no capitulo 3, detalhamos a
definicao e construcao do wormhole atravessavel, seguindo o trabalho de Morris e Thorne
(4), podendo ser visto como uma revisao deste artigo. Além disso, a definicdo e uma
revisdo sobre os modos quasinormais podem ser vistas no capitulo 4. J& os capitulos 5 e
6 estao inteiramente destinados a descri¢ao e desenvolvimento do projeto, envolvendo a

construcao do wormhole minimal, com base nos trabalhos (6)(7) e, em seguida, o célculo
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dos modos quasinormais. Por fim, o capitulo 7 se destina as discussoes e conclusoes do
projeto. O apéndice, que pode ser lido de maneira independente do restante do texto,
contém as principais defini¢goes sobre horizontes de eventos, conceitos fundamentais para o

entendimento fisico de um wormhole atravessavel.
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2 Relatividade Geral

A Relatividade Geral foi elaborada por Albert Einstein em 1916 para descrever
a fisica do espago-tempo (8). Com a hipétese de que o espago-tempo nao é plano e que
os corpos caindo sob acdo de um campo gravitacional obedecem a geodésica da métrica
subjacente (9), Albert Einstein formulou as equagdes covariantes da Relatividade Geral
(2.1), que relacionam a geometria do espago-tempo, representado pelo tensor de Einstein

G

pelo tensor de energia-momento 7),,. Sao elas:

uv, € 0 contetido de matéria responsavel por sustentar aquele espago-tempo, representado

G,u,z/ = T,u,z/; (21)

em que G, = R, — %Rgu,,, onde R, e R sao o tensor e escalar de Ricci, respectivamente.
As equacoes de campo 2.1 estdo expressas nas unidades que definiremos como naturais:
87G =1 e ¢ = 1. Esta ultima identidade diz respeito a escolha da unidade de tempo como
sendo tal que a velocidade da luz no vacuo seja unitaria (8). Neste capitulo, faremos uma

breve revisao dos principais pontos da teoria relevantes para os nossos propositos.

2.1 Principios e Postulados

O entendimento da Relatividade Geral requer uma pequena revisao dos prin-
cipios da Relatividade Restrita e do Principio da Equivaléncia. A Relatividade Restrita,
introduzida por Einstein em 1905, estabeleceu profundas relagoes entre espaco e tempo
a partir da observagdo de fendmenos eletromagnéticos a partir de diferentes referenciais
inerciais. Este conceito se estendeu para além do eletromagnetismo, como relagoes entre
corpos rigidos e relégios (10), levando Albert Einstein a estabelecer os seguintes principios,

conhecidos hoje como postulados da Relatividade Restrita:

Postulado 1 - Principio da relatividade na Mecanica classica: Todo sistema que esta em
movimento uniforme de translacao com relacdo a um sistema inercial é também um sistema
inercial. As equacoes de movimento de qualquer sistema sao as mesmas com respeito a

todos os referenciais inerciais (11).

Postulado 2 - Principio da constancia da velocidade da luz: “Todo raio de luz se move
com mesma velocidade ¢ constante em quaisquer referenciais inerciais. A velocidade da

luz independe de movimentos da fonte de emissao.”(9)

O postulado 1 envolve a ideia de que a Fisica deve ser a mesma para quaisquer

referenciais inerciais. Nao ha explicacao melhor para este postulado do que a seguinte frase
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de Albert Einstein, baseada no principio de Galileu:

“If, using all their equipment, these two physicists were to study all the
laws of nature, one in his stationary laboratory and the other in his
laboratory on the train, they would discover exactly the same laws of
nature, provided that the train is not shaking and is traveling in uniform
motion.” (Einstein, 1911)(12).

Ja o postulado 2, de maneira simples, significa que a propagacgao da velocidade
da luz nao depende nem do movimento da fonte nem do observador (11). Além disso, ha
também a hipotese que a velocidade de propagacao de interagoes, ou seja, velocidade de
sinal, é a mesma em todos os sistemas de referéncia inerciais e, portanto, uma constante
universal c. Esta ideia é incompativel com os principios da mecanica newtoniana de que as
interacoes de particulas ocorrem por meio de um potencial, fazendo com que uma alteragao
particular influencie todas as particulas do sistema instantaneamente. Assim, o Principio
da relatividade ja trabalha com a hipétese de que interacoes instantaneas nao existem na

natureza (13).

O 1ultimo principio a ser revisado nessa se¢ao é o Principio da Equivaléncia,
o qual é fundamental para o desenvolvimento da Relatividade Geral. Seu enunciado
mais simples pode ser expresso por: “Massa inercial e massa gravitacional passiva sao
idénticas” (14). Como “massa inercial” se entende a constante associada ao corpo que
mede a resisténcia desse corpo a sua propria aceleragao. Ja “massa gravitacional passiva”
entendemos como a constante do corpo que determina a magnitude da forga experimentada
pelo corpo em um campo gravitacional. A ideia de estas duas quantidades serem equivalentes
vem da observagao que as aceleragoes experimentadas por diversos corpos em um campo
gravitacional é independe do material que os constitui. Com esse principio (a “hipétese mais
natural”), Albert Einstein iniciou a formulagao da Teoria da Relatividade Geral, propondo
uma extensao a teoria da Relatividade Restrita de modo a incorporar os fenémenos

gravitacionais (14).

2.2 O conceito de singularidade

Um dos resultados mais impressionantes da Teoria da Relatividade Geral é
a previsao de existéncia de singularidades do espaco-tempo. A primeira singularidade
explicita foi obtida por Karl Schwarzschild em 1916 (15), que encontrou uma soluc¢ao das
Equagoes de Campo (2.1) no vacuo (ou seja 1), = 0) em que alguns componentes do tensor
métrico g, vao ao infinito, ou seja, divergem para r = 2M e r = 0. A solugao, apresentada

em 2.2, é esfericamente simétrica com relagao a origem do sistema de coordenadas e
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estatica, que significa que os elementos da métrica ndo dependem variavel tempo t.

ds? = — (1 - 2) di? + (1 - 7;f>_1 dr® + 12d02, (2.2)
em que M é a massa do objeto massivo, dQ? = d#*+sin® 0d¢? e r, é o raio de Schwarzschild.
Este igual a 2M nas unidades naturais. Essa métrica ¢ a solugado mais simples que podemos
ter em relagdo as Equagoes de Campo, pois corresponde ao campo gravitacional de uma
massa pontual, ou seja, “o equivalente na Relatividade Geral ao potencial na Gravitacao
Universal de Newton” (Saa, 2016) (16).

Na Lei da Gravitacao Universal de Newton, o potencial gravitacional é escrito
—GM

como ®(r) = =% e, de fato, torna-se infinito para r = 0. Este resultado é esperado, na
medida em que a origem do sistema de coordenadas ¢ onde se encontra a massa pontual.
Assim, de modo analogo, como r = 0 na métrica de Schwarzschild é a posicao do objeto

massivo, este ponto deve ser singular.

Em uma tentativa de entender a singularidade r = 2M, Eddington e Finkels-
tein (17)(18) reescreveram a métrica de Schwarzschild em novas cordenadas (v,r,0, ¢),
apresentada em (2.3). De modo que o ponto r = 2M na métrica nas novas coordenadas,

2.4, nao se torna singular.

v=t+r+2Mlog (’2;\4—1’) (2.3)
2M
ds? = — (1 - r) dv? + 2drdv + r2d0? (2.4)

A forma mais simples de compreender a métrica de Schwarzschild é por meio
dos diagramas dos cones de luz. Os cones de luz sao definidos como a trajetéria da luz
percorrida no espaco-tempo, ou seja, as curvas que obedecem ds? = 0. Por meio deles
que podemos obter a estrutura causal do espago-tempo, ja que as linhas dentro do cone
de luz definidas como curvas do tipo tempo sdo as tnicas possiveis que um corpo pode
experimentar. Esta propriedade decorre diretamente dos Principios da Relatividade, que,
em particular, estabelece uma relagao de causa e efeito devido a uma velocidade maxima

de propagacao de informacao. Os detalhes construtivos dos cones podem ser vistos a seguir.

Elaborando ds? = 0 em 2.2, temos que — (1 - %) dt? + (1 - %)_1 dr? +
r2dQ? = 0. Para simplificar a analise, faremos um corte transversal de tal modo que
0 e ¢ ficam constantes, ou seja, df) = 0. Assim, — (1 — %) dt? + (1 — %)_1 dr? = 0.
Quando r >> 2M, entao, % — 0, assim, —dt? +dr? = 0. Resolvendo esta equacdo, temos:
t = 4+r + C, onde C' é uma constante de integracao. Estas curvam formam os cones de

luz para o espago-tempo de Minkowski (plano). Um esbogo pode ser conferido na figura
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1. No grafico é possivel ver que a trajetoria do corpo se da na dire¢cdo de crescimento da

coordenada t. Portanto ¢t é a coordenada do tipo-tempo na métrica (19).

Figura 1 — Gréfico do cone de luz no espago-tempo de Minkowski. Em vermelho: a trajetoria
de um corpo por este espaco-tempo.

Por outro lado, quando r < 2M, temos, <1 — M

r

) < 0, o que implica que

ds® = (% — )dt2 1 LMl)_ldr?. Esse caso é curioso, pois a assinatura da métrica se
altera, de modo que o sinal negativo vai para a coordenada r. De fato, como veremos no
cone de luz, a trajetéria do corpo vai na direcao de decrescimento de r, tornando-a uma
coordenada do tipo-tempo, enquanto a coordenada temporal ¢ passa a ser do tipo-espaco.
Uma vez adentrado em r < 2M, o corpo nao consegue mais parar de se mover em dire¢cao

a singularidade do espago-tempo, r = 0 (19).

Para representar o cone de luz nesta condigao, vamos utilizar as coordenadas
de Eddington-Finkelstein, assim, as trajetorias da luz nestas coordenadas sao solugoes
da equacio — (1 — %) dv? + 2dvdr = 0 = dv {— (1 - %) dv + 2dr] = 0, ou seja, v =
constante e 2 = 2 = v(r) = 4Mlog|r — 2M| + 2r + D, onde D ¢ constante. Os
resultados podem ser vistos na figura 2.

O diagrama dos cones de luz nos mostra que, pela estrutura causal do espaco-
tempo, uma vez que um corpo ou mesmo raios de luz atravessam a superficie r = 2M,

torna-se impossivel realizar o caminho de volta. De modo que o observador externo,

r > 2M, vera a regiao r < 2M literalmente como um buraco negro, sem receber nenhuma
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informacao desta regiao. (20). A superficie r = 2M é definida como horizonte de eventos,

onde uma das caracteristicas ¢ impedir causalmente que particulas escapem para o exterior

(19).

- ! ) | r
0o 05 10 E

Figura 2 — Esbogo das curvas v =constante e v(r) = 4Mlog|r — 2M| + 2r + D para
r < 2M. Na intersecdao destas curvas é onde se formam os cones de luz. Estes

estao representados pelas linhas em vermelho. No esbogo, escolhemos M = 1
por questoes de simplificagao.

O horizonte de eventos pode existir em varias solu¢oes das Equacoes de Campo,
nao apenas a de Schwarzschild, por exemplo, wormholes e outros tipos de buraco negro,
como o de Kerr, que descreve um objeto massivo com momento angular. Muitos estudos
sobre singularidade e horizonte de eventos foram feitos por Roger Penrose, que questionou,
em particular, se haveria uma relagdo entre essas duas estruturas. Em seu artigo “Gravita-
tional Collapse: the Role of General Relativity” (20), ele enuncia uma série de teoremas, a
saber: “A presenca de um horizonte absoluto de eventos implica na presenca de alguma
forma de singularidade espaco-temporal” e “Se o universo é espacialmente fechado, entao,
assumindo A < 0, deve existir uma singularidade espago-temporal”, onde A é a constante
cosmolodgica. Além disso, ao investigar colapso gravitacional, o autor se questiona se no
universo haveria um Censor Césmico tal que proibisse o aparecimento de singularidades
nuas, ou seja, nao envolvidas por um horizonte absouluto de eventos. Pois a formacao de
uma singularidade nua permitiria um escape de informagcoes para o universo fora da regiao

do colapso, ou seja, levando & comportamentos nao fisicos.

O conceito de singularidade é ainda muito discutido na Fisica atual, inclusive a
questao da existéncia ou ndo do Censor Cosmico de Penrose constitui de uma das questoes

em aberto na Relatividade Geral. Também, o estudo de perturbagoes em singularidades
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tem sido alvo de muitas pesquisas atuais. Mais informacoes sobre horizonte de eventos no

contexto de solugoes cosmoldgicas podem ser encontradas no apéndice desta dissertacao.

2.3 Condicoes de Energia

As chamadas Condigoes de Energia para caracterizar fisicamente o tensor
de energia-momento surge naturalmente na teoria da Relatividade Geral. A partir de
uma métrica, podemos escrever o tensor de Einstein G, e calcular as componentes do
tensor de energia-momento, 7,,,, que resolvem as equagoes. Entretanto, com este modo
arbitrario, nem sempre o tensor de energia-momento resultante estara relacionado a fontes
reais de matéria e energia (19), entendida como fontes reais, com contetido de matéria
e energia existente na natureza. Desta maneira, surgem naturalmente condigoes sobre o
T,., reduzindo entao a arbitrariedade e ajudando a tornar estas solugoes das equacoes de
campo fisicamente plausiveis. Estas restrigoes devem ser invariantes por transformacgoes
de coordenadas, o que implica que sao baseadas na construcao de escalares, ou seja, na
contracao de 7T}, com dois vetores. A escolha destes vetores, por sua vez, ¢ o que define
as condigoes de energia. A seguir, definiremos as condigoes de conservacao de energia
mais importantes para T,,. Usaremos como referéncia (19). Consideraremos até o final
desta secao que t* é um vetor arbitrario do tipo tempo e [** um vetor arbitrario nulo. Para
ilustracao, consideraremos nos exemplos o caso de um tensor de energia-momento diagonal

e isotrépico 1), = (p,p.p,p). As principais condi¢oes de energia sao:

Condicao de Energia Fraca: declara que 7),,t*t” > 0 para todos os vetores do tipo

tempo t*, ou seja, p > 0 e p+ p > 0, onde p é a densidade total e p é a pressao.

Condicao de Energia Nula: declara que T),,["" > 0 para todos os vetores nulos

[*, equivalentemente, significa que p + p > 0.

Condicao de Energia Dominante: inclui a Condicao de Energia Fraca mais a res-

tricao que 7),,t* nao deve ser um vetor do tipo espago.

Condicao de Energia Forte: afirma que T),t*t" > %T/(\t"t(7 para todos os vetores

t*. o que implica, no caso de fluido perfeito,em p+p >0e p+3p > 0.

Estas condigoes sao tuteis para discutir a viabilidade fisica de um determinado objeto que é
solugdo das Equacoes de Einstein. Faremos essa anélise para os wormholes e, como veremos,
o tensor de energia-momento que sustenta este objeto geométrico nao obedece nenhuma
das condicoes de energia, e, portanto, denominaremos esse conteiido material-energético

de exético.
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2.4 Referenciais na Relatividade Geral

Um dos conceitos mais relevantes em qualquer teoria de relatividade, inclusive a
galileana, ¢ o dos referenciais, dado que os experimentos fisicos s@o observados de maneiras
distintas dependendo de qual referencial o observador se encontra. Com isso em mente,
esta secao elabora uma revisao dos referenciais mais importantes da Relatividade Geral
e como isso afeta a fisica observada. Utilizaremos este conceito na analise do wormhole
atravessavel para entender a realidade do observador que faz a travessia, em seu proprio

referencial.

O primeiro a ser trabalhado é o referencial inercial, usado amplamente na
mecanica newtoniana e na teoria da relatividade restrita. Este referencial é definido como
aquele onde um corpo nao possui aceleracao, quando a forga resultante atuando sobre ele é
nula. A propriedade basica dos sistemas inerciais é que todos eles s@o equivalentes, ou seja,
a fisica observada em um referencial inercial especifico sera a mesma em todos os outros
referenciais inerciais (21). Esta caracteristica implica, por exemplo, que se um objeto esté
acelerado com relagdo a um sistema inercial, entao, ele tera essa mesma propriedade em
todos os outros sistemas inerciais. Este ultimo fendmeno ja nos mostra que as teorias em
que existe esse tipo de referencial possuem o conceito de aceleracao absoluta e, portanto,
sistemas de referéncia preferenciais (21). Como a construgao da teoria da Relatividade
Geral é baseada na reinterpretacao de forga como propriedade extraida da geometria do
espago-tempo, entdo, a aceleracao deixa de ser absoluta. A primeira implicacao formal deste
fato é que a Relatividade Geral, por formulacao, é uma teoria em que nao ha referenciais

inerciais e, por consequéncia, sistemas de referéncia preferenciais (21).

Outro referencial muito importante, principalmente para as teorias de Einstein,
é o referencial préprio. Ele trata de um sistema de referéncia fixado no observador,
por mais que este esteja em movimento acelerado. Um exemplo que pode ser colocado
sao as coordenadas de Rindler, definidas como estando em repouso com um observador
uniformemente acelerado no espago-tempo plano. Este movimento é uma curva hiperbdlica

no espaco de Minkowski e descrita pela seguinte métrica:

ds? = — (ax)® dt? + dz? + dy? + dz* (2.5)

em que « € a aceleracao propria medida por um acelerémetro comovel. As coordenadas
(t,z,y,2) sao as coordenadas de Rindler que estao em repouso com o observador de Rindler.
Na construcao dessa métrica, colocamos ¢, da coordenada temporal na trajetoria hiperbdlica,

como sendo o tempo proprio do observador.

O referencial das coordenadas de Rindler acima é um sistema de referéncia
proprio, entretanto, nao inercial, justamente por estar em movimento acelerado. Uma

propriedade fundamental dos referenciais na teoria da Relatividade Geral esta relacionada
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aos observadores que estdo em queda livre no espago-tempo (“freely falling observer”,
em inglés). Devido ao principio da equivaléncia, os referenciais préprios relativos a estes
observadores, mesmo nao inerciais, sao inerciais localmente, ja que a queda livre nao permite
distin¢ao entre a inércia ou o movimento acelerado. Em seu artigo de 1920, “Fundamental
Ideas and Methods of the Theory of Relativity, presented in their development”, Albert

Einstein escreveu a seguinte reflexao:

“At the moment, I got the happiest thought of my life in the following
form: In an example worth considering, the gravitational field has a
relative existence only in a manner similar to the electric field generated
by magneto-electric induction. Because for an observer in free-fall from
the roof of a house there is during the fall — at least in his immediate
vicinity — no gravitational field. Namely, if the observer lets go of any
bodies, they remain relative to him, in a state of rest or uniform motion,
independent of their special chemical or physical nature. The observer,
therefore, is justified in interpreting his state as being “at rest.”” (Einstein,
1920)(22)

Assim, um referencial préoprio de um observador em queda livre, se medido
localmente, por exemplo, pelo proprio observador, este enxergara a métrica de Minkowski
do espago-tempo plano. Fisicamente, este fendmeno explicaria a pergunta de curiosos sobre
o que um observador pontual sentiria de diferente ao se aproximar de um buraco negro,
em queda livre. A resposta é nada, em primeira aproximagao, pois localmente ele sempre
permaneceu na métrica do espago-plano. No préximo capitulo, veremos como isso ocorre

para um observador em queda livre atravessando um wormbhole.

Por fim, o referencial de repouso, muito utilizado na Relatividade Restrita e

transformacgoes de Lorentz, é um referencial inercial com velocidade zero.

2.5 Diagrama de mergulho

O diagrama de mergulho (ou, embedding diagram, em inglés) é uma possiblidade
de representar graficamente uma dada geometria do espago-tempo, a priori quadridimensi-
onal, o que é importante para que entendamos melhor a forma geométrica que essa métrica
tem. Basicamente, o método consiste em imergir a métrica em um espaco euclidiano de
3 dimensoes. Para entender melhor, realizamos o diagrama de mergulho da métrica de

Schwarzschild 2.2, que pode ser conferido passo a passo a seguir.

A primeira etapa é considerar que o esboco se passa num instante de tempo
t especifico e que estamos trabalhando com uma se¢ao transversal da métrica, ou seja,
¢ = 7, de tal modo que df = 0 e df = 0. Partindo disso, iremos igualar a métrica de

Schwarzschild a métrica do espago plano tridimensional nas coordenadas cilindricas 2.6,

ds® = dz* + dr* + r*d¢?. (2.6)
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Entretanto, isso s6 é possivel se z depender de r, o que implica que, dz? =

2 2
(%) dr®. Assim, 2.6 pode ser reescrita da forma ds®> = {1 + (%) ] dr? + r2d¢?. Desse
modo, portanto, podemos gerar a equacao do diagrama 2.7, igualando a métrica de

Schwarzschild com a cilindrica no espago plano tridimensional reescrita.

dz 2
]_ _
()

-1
A solucao desta equagao é a funcao z(r) que satisfaz (1 — %) =

dr® + r2d¢*. (2.7)

1+ (j)z]
dz

2
Portanto, teremos (—) = L171 = z(r) =%/ \/dLT—_l. Resolvendo a integral por uma

r —1
<1 - ) dr? + r2de? =
r

dr

Ts

simples substituicao de varidvel u = ;= — 1, temos z(u) = £2rsy/u+ C, onde C' é uma

constante de integragao, e, portanto, z(r) é expresso por:

2(r) = £2¢/rs (r —rs) + K, (2.8)

no qual K é uma constante. Assim, ao representar graficamente a fungao z(r) em termos
de r, temos uma nocao da estrutura espacial da geometria da métrica, em que no nosso

caso a de Schwarzschild. Considerando apenas a solugcao positiva, temos o seguinte grafico:

z

1 3 3 4 5 |

Figura 3 — Esbogo da solugao positiva z(r) da equacao de diagrama de mergulho, que
representa uma folha do buraco negro. No esboco, escolhemos s = 1 por
questoes de simplificacao.

Para elaborar o grafico tridimensional, fizemos pelo software Mathematica um

diagrama de revolucao, em que variamos ¢ de 0 a 27, que estd mostrado na figura 4.
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Figura 4 — Diagrama de revolugao da solugao positiva z(r) da equagao de diagrama de
mergulho. Com esse esbogo, torna-se claro como ¢é a geometria do buraco negro
de Schwarzschild até o horizonte de eventos. No esboco, escolhemos r, = 1 por
questoes de simplificacao.

Entretanto, se considerarmos também a parte negativa da solucao, veremos

que a métrica de Schwarzschild nao representa apenas um buraco negro. Considerando as

duas solugoes z1(r) = 24/rs (r — rs) e 22(r) = —24/75 (r — rs), os graficos das cruvas e a

figura de revolugao terdo a seguinte forma:

z

4l

Figura 5 — Gréfico de z(r) x r da equagao de diagrama de mergulho considerando as solugoes
positiva e negativa. Este esbogo representa uma folha do que chamamos de
wormhole de Schwarzschild. No esboco, escolhemos r, = 1 por questoes de
simplificacao.
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Figura 6 — Diagrama de revolugao considerando as solugoes z1(r) e z3(r). Este gréfico apre-
senta as caracteristicas geométricas do wormhole de Schwarzschild. Escolhemos
rs = 1 por questoes de simplificacao.

Os graficos 5 e 6 foram derivados da mesma métrica do buraco negro de
Schwarzschild, mas possuem geometria topologicamente diferente, que recebera o nome de
wormhole, como veremos no proximo capitulo. Deste modo, concluimos que a ferramenta do
diagrama de mergulho ¢ de suma importancia para conhecer a geometria do espago-tempo,

inclusive encontrar formas topologicas nao triviais.
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3 Wormholes: uma revisao

3.1 Revisao historica

O surgimento do que chamamos atualmente de wormhole é datado de 1935 no
artigo escrito por Einstein e Rosen intitulado “Particle Problem in the General Theory
of Relativity” (2). A principal motivacdo dos autores foi compreender se a teoria da
Relatividade Geral, que se mostrou eficaz para fenomenos macroscopicos, poderia contribuir
para um modelo atomistico. A ideia de Einstein e Rosen era elaborar um modelo de
particulas que fizesse uso apenas de dados da métrica do espaco-tempo e dos vetores
potenciais eletromagnéticos, mas sem que este modelo apresentasse singularidades, pois,

do contrario, geraria fenomenos nao fisicos e traria muita arbitrariedade.

O método utilizado na construcao deste modelo consistiu na remocao da
singularidade da métrica de Schwarzschild por mudanca de variavel, muito semelhante
ao método de Eddington e Finkelstein e, a partir disso, considerar o eletromagnetismo
de Maxwell. O modelo se baseou no espago-tempo de Schwarzschild, porque como visto
na secao anterior, esta métrica representa o campo gravitacional da particula pontual,

andlogo ao potencial gravitacional da mecanica newtoniana. Abaixo, segue o método.

Partindo da métrica de Schwarzschild 2.2, vamos elaborar a transformacao de
coordenada u? = r — 2M, assim, 2udu = dr = dr? = 4u®du®. Substituindo r por v em 2.2,

teremos a seguinte métrica:

U2

ds? = —— &
iy w2+ 2M

dt? + 4 (u* + 2M) du? + (v + 2M) d02. (3.1)

Nessa nova coordenada u, temos que quando r > 2M, entdo, u(r) possui duas
solugdes: 1y (r) = /r —2M e uy(r) = —/r — 2M. Estas curvas estdo conectadas pela
hipersuperficie u(r = 2M) = 0. Os autores nomearam esse hipersuperficie de conexao de
“ponte” e, a métrica 3.1 ficou conhecida como Pontes de Einstein-Rosen (ou, Einstein-Rosen

bridges, em inglés). A superficie de revolugao das curvas pode ser conferida abaixo:
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o _'7~7_—4‘——J

10

Figura 7 — Curvas das solugdes de u(r) da métrica de Einstein-Rosen. Escolhemos M=1
por questdes de simplificagao.

A figura 7 possui um resultado bastante interessante, pois o grafico tem a
mesma forma topoldgica do wormhole de Schwarzschild, definido no capitulo anterior.
De tal modo que Einstein e Rosen, na verdade, elaboraram uma espécie de diagrama de
mergulho com essa substituicao de varidvel para eliminar a singularidade. As pontes de
Einstein-Rosen nada mais sao que wormholes de Schwarzschild e que, portanto, possuem

horizonte de eventos, mas nao singularidades.

Os estudos seguintes as Pontes de Einstein-Rosen se concentraram em sua
maioria na andlise desta solugdao em termos de estabilidade. Um dos primeiros trabalhos
relacionados a essa questao foi de Wheeler e Fuller na década de 60 que concluiram, ao
analisar o wormhole de Schwarzschild nas coordenadas de Kruskal, que este wormhole
é instével (23). Nao bastasse isso, as forcas gravitacionais de maré na garganta deste
wormbhole sdo da mesma magnitude do buraco negro de Schwarzschild, o que torna uma
viagem entre as duas bocas completamente inviavel. Esses fatos nos mostram que o
wormhole de Schwarzschild e, consequentemente, a Ponte de Einstein-Rosen nao pode ser

considerado um wormbhole atravessavel.

Os estudos subsequentes a Einstein e Rosen relacionados a wormholes, como os
de Wheeler e as singularidades nuas, propuseram modelos que de forma ou de outra foram
contestados como possiveis objetos para uma viagem interestelar. Enquanto os wormholes
de Wheeler sao da ordem da escala de Planck, os baseados em singularidade nua tém toda
a discussao sobre o Censor Césmico e, além disso, as forcas de maré na vizinhanca da

garganta sdo letais para um viajante (1).

Foram os fisicos Kip Thorne e Michael Morris que retomaram os estudos dos
wormbholes, mas com finalidade primeira de construir um wormhole em que fosse capaz
de realizar viagens entre a garganta. Com inteng¢des pedagogicas de ensinar Relatividade

Geral, eles estabeleceram critérios para que torne possivel essa travessia e intitularam os



Capitulo 3. Wormholes: uma revisdo 27

wormholes que obedeciam estes requisitos como wormholes “atravessaveis”.

3.2 Wormholes Atravessaveis

O conceito de wormhole atravessavel foi inicialmente apresentado pelos trabalhos
de Michael Morris e Kip Thorne (4) (3), que se baseiam na possibilidade de que um corpo
possa ir de uma regiao assintética para a outra por meio do wormhole. Para tanto, foi

necessario estabelecer critérios para a solugao, como veremos do decorrer deste capitulo.

O primeiro requisito é considerar o modelo incluso na teoria da Relatividade
Geral e, portanto, o wormhole precisa obedecer as Equagoes de Campo de Einstein (2.1).
Além disso, na medida em que se trata de um wormhole, a solu¢ao precisa ter uma garganta
que faz a conexao entre duas regioes assintoticamente planas e, para possibilitar a viagem
entre essas regioes, a solugdo nao deve conter nenhum tipo horizonte (Veja apéndice A
para mais informagoes sobre horizontes). Para que um corpo possa realizar esta viagem
sem sofrer danos corporeos, as forgas gravitacionais de maré experenciadas pelo corpo
devem ser muito pequenas e o tempo proprio deve ser inferior ao tempo de vida do corpo.
Finalmente, o wormhole precisa ser perturbativamente estavel e para simplificar as contas,

é considerado um wormbhole esfericamente simétrico e estéitico.

Partimos de um modelo para uma métrica esfericamente simétrica e estatica.

O elemento de linha pode ser visto a seguir.

ds? = —e 2% +

e dr® 4+ r*(d6® + sin*0dp?), (3.2)

r

em que ¢(r) é a funcdo de red-shift, responséavel por descrever o quanto a luz curva no
ambiente gravitacional e b(r) é o fator de forma do wormhole, responsével pela geometria

do objeto.

Para que entendamos o formato dessa métrica, em termos geométricos, utili-
zaremos o conceito do diagrama de mergulho, da mesma forma explicitada no capitulo

anterior. A métrica de Morris-Thorne com ¢ e § constantes é:

1
ds* = Wdrz + r2dp?. (3.3)

T

Assim, a fungao z das coordenadas cilindricas fica sendo tal que sua derivada

total com relacao a r deve satisfazer 3.4.

ﬁ:i(l)(mq) . (3.4)

[NIES
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Entretanto, para que se tenha uma garganta, a coordenada radial r tem

um valor minimo, representando o raio da garganta by. Nesse ponto, b(r) = r = by,

—I — 00 = £ — 00. Ou seja, j& possuimos o comportamento fun¢io z(r) na garganta

5]
1)
r
do wormhole. Com isso em mente, podemos elaborar um esboco de como pode ser o

diagrama de mergulho da métrica, considerando b(r) uma funcao genérica.

§?2 /T-b7r
vb/r

by,

Figura 8 — Esbogo da curva de diagrama de mergulho z(r) para uma fungao b(r) genérica.
Note que na garganta, b(r) = r = by, % — 00. Figura extraida do artigo de
Morris e Thorne (4).

O comportamento Z—j (bp) — oo prejudica a anélise das condigoes de contornos
necessarias para um wormhole atravessavel, portanto, em algumas aplicagoes, utilizaremos
a coordenada espacial do referencial proprio [ medida por observadores estaticos. A

coordenada | é definida do seguinte modo:

Portanto,

N =

I(r)y=+ ' [ - b(r)l_ dr. (3.6)

bo r

Assim, nesta nova coordenada [, a posicdo da garganta é [ = 0, e temos

—o0 < | < 400 por construgao para os principais caso que consideraremos.

3.2.1 Condicbes de atravessabilidade

Para que nao tenha horizontes, tanto ¢(r) quanto [(r) devem ser finitos por
todo o espago. Além disso, para a solucao ser assintoticamente plana: quando @ — 0,

entao, [ — +oo.
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O tempo de travessia no referencial préprio sera avaliado para uma viagem
com inicio no ponto [ = —Iy, relativo a regido inferior, para o ponto [ = +I5. A velocidade

no referencial proprio e variacdo do tempo proprio ficam dados pela expressao 3.7.

dl 2 (]
Uproper = U = U(T)’}/ = % — AT = /_ll U(T)’y (37)

1
()’
estatico. Deste modo, A7 < tempo de vida do corpo.

em que vy = e v(r) é a velocidade radial do viajante medida por um observador

Para ter informacoes sobre as aceleragoes experenciadas pelo corpo, inclusive,
as forgas de maré, é necessario determinar o conjunto de vetores da base relacionados ao
referencial préprio, ou seja, o qual o corpo estara sempre em repouso com relagao a essa
base. Partindo do sistema (¢,r,0,¢), em que os vetores da base sdo (e;,e;,€p,€,), vamos
construir uma base de modo que a métrica nessa nova base seja a métrica de Minkowski,
ja que se trata do referencial préprio. A essa base de vetores, damos o nome de tetrada
(24).

e; = exp(—o)ey;

1 - é e
r) " (3.8)

a1l
e; =1 ey

®
i3
Il
N

e, = (rsinf) e,

em que (e, e;, €5, e;) formam os vetores da base no referencial proprio. A métrica g, 5= Nap-
Assim, a transformacgao dos vetores dessa base seguem as transformagoes de Lorentz, da
Relatividade Restrita.

ey =u="l[e;tve;

ey = v |ter + vey;

Como o corpo se move radialmente, entdo, as componentes angulares da acele-
racao propria do corpo devem ser nulas. E, como o quadri-vetor aceleracao é proporcional
a quadri-velocidade, logo, a-u =a-ey = 0 — ap = 0. Assim a = aex, em que a € a

magnitude da aceleracao.
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A forca de maré trata da variacdo da aceleracao em diferentes pontos do corpo.
Seja { o vetor espacial de separacao entre duas partes do corpo. Entao, a aceleracao de

maré entre estas partes fica sendo dada como:

Aa® = —Rg:&,g,ué/@/us/, (3.10)

/,?/S/ X
Utilizando 3.8 e sabendo também que & = 0, j& que se trata de um vetor espacial, entéo,

em que Rg sao os componentes do tensor de Riemann no referencial proprio do corpo.

a equacao da aceleracao de maré, 3.10, resume-se a expressao 3.11. E, conclui-se que esta

aceleragao é somente espacial.

Ad" = —R%.,.&" (3.11)

f/]/t”/

Assim, as condigoes de atravessabilidade sao escolhidas de modo a nao afetar a

estrutura corpérea do viajante. No caso, por exemplo, de um ser humano com estatura de

1,8 m, temos o seguinte: |£| ~ 1,8 m e ‘Aai/ < ga, em que gg é definido como 1 gravidade

.~ . . o 5 .
terrestre. Com estas condigoes, podemos restringir a curvatura R%,j,f,fj de modo a garantir
a integridade fisica do viajante. Uma escolha possivel que garante uma forca de maré

pequena é impor ¢’ — 0, como feito do trabalho de Morris e Thorne (4).

3.2.2 Tensor de Energia-Momento

De modo a satisfazer o primeiro requisito, que a solu¢ao do wormhole precise
obedecer as Equagoes de Campo de Einstein, entdo, o proximo passo ¢é verificar as
caracteristicas do Tensor de Energia-Momento para gerar o wormhole e também as

condic¢Oes necessarias do tensor para que um objeto possa realizar a travessia.

Utilizando a base de vetores no referencial préprio 3.8, as componentes nao

nulas do tensor de Einstein estao expressas a seguir.

b/

Git = 75 (3.12)

b b\ &
=2 912212 1
G =% +2(1-7) %, 3.13

: 1 Wb br—b

NP PR N PV A RN S A 14
G = e ( 7«2) [¢+<r 2r(r—b)>¢+¢ 22(r —b) (3.14)

Substituindo nas Equagoes de Campo de Einstein 2.1, e conhecendo o significado

fisico das componentes do tensor de energia-momento: Tyg = p é a densidade de matéria-
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energia do sistema, T}; = 7 é a pressao na direcao radial e Thy = p e Ty3 = psin® f sdo as

pressoes, respectivamente, na direcao 6 e .

p(r) = 32 (3.15)
b b !
T(r) = s 2 (1 — 7“) 8¢7rr’ (3.16)
N R P e VRN S Ll
p(r) = 8 (1 7‘2> [QS + (r 2r(r — b)) ¢ +9 2r2(r —b) | (3.17)

Com estas expressoes para a densidade e pressoes, podemos avaliar as condigoes
de atravessibilidade. Verificamos que para o wormhole possuir uma garganta, entao,

r = b(r) = by, e para forga de maré pequena, temos ¢’ — 0. Assim, na garganta, teremos

_ 1
T 8mb3”

do ST (Sistema Internacional de Unidades), significa que 79 ~

70 Retomando com as constantes ¢ e GG, temos que 79 =

4,8
2
bO

um valor muito grande. Para termos uma ideia da magnitude desta grandeza, o material

4
c )
OR o que nas unidades

31 N
x 10”75, 0 que representa

cerdmico externo de um 6nibus espacial suporta no maximo 360 GPa de compressao (25).
Para que este 6nibus atravesse o wormhole e, portanto, 7y tenha esse valor, é necessario que
bo, ou seja, o raio da garganta, meca 1,15 x 10'® metros. Essa medida é apenas 9 ordens
de grandezas menor que o raio do universo observavel em distancia comével, 4,40 x 10%¢
metros (26).

Outro detalhe a ser analisado no wormhole atravessavel e, provavelmente, a
caracteristica mais importante deste objeto, é a existéncia de matéria exoética.

Definimos a quantidade adimensional { = T|;:§|2. Utilizando as equacoes (3.15)
b 3/ r— /
e (3.16), entao, ¢ = W

que, na garganta, (y = 1‘;’12/[)(01))0‘)

garganta. Assim, 1 — b'(bg) > 0, o que implica que (y > 0.

. As condic¢bes para a garganta do wormhole implicam

bo (11’ (bo))
T > 0, na

e, pelo embedding diagram, j—;r(bo) =

Mas (, = TT;O’;%TQ > 0, ou seja, 7o — poc® > 0 = 79 > poc?. Fisicamente, este
resultado significa que a tensao na garganta do wormhole excede a densidade total de
matéria-energia. Ou seja, a quantidade de energia por metro deste objeto geométrico é
maior que a quantidade de energia fornecida pela densidade total de matéria-energia no
mesmo perimetro, na garganta. Intitulamos esse contetiido de matéria exética, por violar
as condigoes de energia. Utilizando os conceitos do capitulo anterior, temos que a matéria

exo6tica viola as condicoes de energia mais importantes.
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3.2.3 Estabilidade

A andlise de estabilidade destes wormholes consiste a parte central deste
trabalho. Optamos por fazer a andlise a partir dos chamados modos quasinormais (27). Na

proxima secao, apresentaremos brevemente os fundamentos desta analise de estabilidade.
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4 Modos quasinormais: uma revisao

Os modos ou frequéncias quasinormais w,, sao solugoes especiais de uma equacao
de onda que descrevem sistemas dispersivos. Estas solugoes sao modos proprios, ou seja,
caracteristicos quando o sistema é excitado por perturbagao nao radial (28). O exemplo
mais simples deste comportamento sao os osciladores harmoénicos amortecidos da mecanica
newtoniana. Neste oscilador, o sistema é formado pelo termo de mola e pela forca de
amortecimento, em sua maioria proporcional a derivada primeira da posicao. Esta forca
tem caracteristica resistiva e age, portanto, contrario ao movimento (29). A segunda lei de

Newton, para este sistema, pode ser vista a seguir.

&+ 2B + wir = 0, (4.1)

em que [ é o pardmetro de amortecimento, wy = /k/m é a frequéncia caracteristica

quando nao ha amortecimento, m é a massa do corpo e k é a constante de mola.

A solugao geral da equacao 4.1 é dada por:

o(t) = e P | A1tV 9t L Agemiv BQ_M(ﬂ . (4.2)

em que A; e A, sdo constantes de integracdo. Observamos que e é o termo que faz o

envelope do deslocamento, responsavel pelo amortecimento.

Com essa analogia, podemos inferir que as frequéncias quasinormais w,, apre-
sentarao um termo real e um termo imaginario, ou seja a + ib, onde b é responsavel pela
oscilagao e a é o envelope. Se a < 0, entao, a solu¢do é caracterizada como amortecida.

Veremos adiante que este amortecimento representa uma solugao estavel do sistema.

4.1 Modos quasinormais e estabilidade

Um dos primeiros estudos de estabilidade da métrica de Schwarzschild foi de
Regge e Wheeler que estabeleceu um método de decompor qualquer perturbagao em uma
métrica de fundo esfericamente simétrica em modos quasinormais, utilizando harmonicos
esféricos tensoriais (30). Basicamente, os autores mostraram que, com determinadas
escolhas de calibre, as equagoes de perturbagao para as partes radial e axial, podem ser
reduzidas a uma equacao de autovalor e autovetor, andloga a equagiao de Schrodinger, com

potencial de barreira (28).
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Foi em 1970 com o trabalho de Vishveshwara que as condigoes de contorno das
solugbes da equacao de perturbagao foram entendidas, gerando frequéncias imaginarias. O
autor coloca como motivacao principal se a solugdo de Schwarzschild é estavel e, portanto,

passivel de existir na natureza:

“Unless the collapsed spherical configuration, or, equivalently, the Schwarzs-
child empty space metric, is proved to be stable against small pertur-
bations, one cannot continue to treat them as entities that nature can
allow to exist. A priori there is no definite reason to believe that the
Schwarzschild spacetime does represent a stable configuration, and in
the present work we prove formally that it is in fact stable against small
perturbations.” (Vishveshwara, 1970) (30)

Neste trabalho, Vishveshwara utiliza o método de Regge-Wheleer nas coorde-
nadas de Kruskal, em que se elimina a divergéncia da métrica em r = 2M, e diferenciou
cada perturbacao em dois casos, a saber, [ =1 el > 1, onde [ ¢ o nimero relacionado
ao momento angular. Dentro destes dois casos, assumiu-se separadamente a forma da
frequéncia k£ como niimero imaginario puro e real e, assim, colocou as condi¢des de contorno
tanto assintéticas quanto préximas ao horizonte de eventos. A conclusao do trabalho foi
que os modos correspondentes a uma frequéncia com valor particular imaginario puro nao
poderiam ter existido no instante inicial t=0, pois, para tais casos, a solucao contradiz com
a suposicao da perturbacao ser pequena, fazendo com que a perturbagao em questao nao
tenha sentido fisico (30). As condigoes de contorno definfidas pelo autor sdo dadas abaixo.
Nesta dissertagao utilizamos estas mesmas condigoes, mas para uma situagao particular

do wormhole minimal.

Para perturbagoes de paridade impar e paridade par, para o caso em que [ > 1,

onde [ é o nimero de momento angular:

Qo ~ exp (Far); (43)

Qom ~ exp (far”),

onde @), e Q2,, Sa0, respectivamente, as formas das fungoes de onda assintoticas no infinito

e proximo ao horizonte de eventos e r* é a coordenada espacial tartaruga, definida como:

r* r r
m—m‘l'hl(—l). (44)

Nestes casos, a frequéncia k foi considerada um imaginéario puro, ou seja, k = i«

onde « é um numero real e positivo.

Chandrasekhar e Detweiler trabalharam pela primeira vez diretamente com o
calculo e a teoria dos modos quasinormais, particularmente, para potenciais de barreira

unidimensionais (28). Os autores estabeleceram a seguinte definigdo: um modo quasinormal
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pertencente a uma dada frequéncia complexa é definido de tal modo que nao haja onda
incidente na barreira, ou seja, que ha apenas onda refletida em +o0o e onda transmitida

em —oo (31). Esta é a defini¢ao que utilizaremos neste trabalho.
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5 Wormhole minimal

O wormhole minimal que trataremos aqui foi introduzido em (7) com a ideia
de diminuir ao maximo a existéncia de matéria exética necessaria em wormholes atra-
vessaveis. Neste capitulo, apresentaremos de maneira sucinta este wormhole minimal e o
caracterizaremos em termos do seu tensor de energia-momento e seu potencial efetivo para
uma perturbacdo escalar nao massiva. O wormhole descrito em (6), que denominaremos
como Kar-Minwalla-Mishra-Sahdev (KMMS), tem a forma de Morris-Thorne com fator de

forma dado por:
wo-fi-[- (4] o

com r > by, em que by é o raio da garganta e n é um parametro livre. Definimos o wormhole

minimal como sendo aquele para o qual n — oo.

Podemos introduzir a coordenada z tal que

" = by + |z|", (5.2)

de modo que —oo < & < 400, com x = 0 correspondendo a garganta do wormhole. Em
termos desta nova coordenada, a métrica de Kar-Minwalla-Mishra-Sahdev assume uma

expressao mais simples:

ds* = —dt* + dz* + r(2)*(d6* + sin® 0d¢?). (5.3)

No limite para o Wormhole Minimal (7), temos entao que

bg, se |z|<b
r(z) = 0 =1 0 (5.4)

x, se |z|> by.

5.1 Contetdo de Matéria-Energia

Para avaliar o contetido de matéria-energia deste wormhole, substituimos a
métrica KMMS (5.3) nas Equagoes de Campo da Relatividade Geral (2.1) e calculamos
as componentes do tensor de Einstein dependendo do parametro n. Em seguida, fizemos

n — oo para obter o tensor para o wormhole minimal em questao.
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Para encontrar as componentes nao nulas do tensor de Einstein G, utilizamos
o pacote “GREAT” (32) disponivel para o Mathematica. Ap6s algumas simplificagoes, as

expressoes nao nulas sao dadas por:

Goo = Too = p=—T7—2p; (5-5)
Gun=Tn=r; (5.6)
Gao = Thy = p; (5.7)
G33 = T33 = pSiIl2 ‘9, (58)

onde

1 1 1
= _ 5.9
e
n—1 u"

— 5.10
R CIFWTER (5.10)

b

sao, respectivamente, as pressoes nas diregoes x e 0, onde u = .
x

A partir das expressoes acima, é facil verificar que todas as condigdes de energia

sao violadas para n genérico.

Tomando-se o limite n — oo, temos a caracterizacao do conteido de matéria e

energia para o wormhole minimal. Para a densidade de energia p, temos:

0, se |z|> by

plx) = %, se x| < b (5.11)

—00, se |x| = by.

cuja representacao grafica esta apresentada na Figura 9.



Capitulo 5. Wormhole minimal

38

Figura 9 — Grafico sem escala da densidade p(z) do wormhole minimal

Para a pressao 7, temos:

0, se |z|>by

—%, se x| < by

—%, se |x| =by.

cuja representacao grafica esta apresentada na Figura 10.

(9

(5.12)

Figura 10 — Grafico sem escala da pressao 7(z) do wormhole minimal
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Finalmente, para a pressao p, temos:

0, se |z|>bo

p(z) =140, se |x|< b (5.13)

+oo, se |x|= by.

cuja representacao grafica esta apresentada na Figura 11.

+o0 p(x) + oo

1
I
1
1
1
)
]
I
I
1
I
1
1
)
]
]
1
1
I
I
1
]
1

—by bo x

Figura 11 — Grafico sem escala da pressao p(x) do wormhole minimal

E interessante destacar que as divergéncias que ocorrem na expressao de p e
de p correspondem efetivamente a fungoes delta de Dirac, . Para demonstrar este fato,

vamos considerar a integral:

/oo p(z)dx = 2n=1) /OOO ( v dv, (5.14)

1

onde v === |Z%
o

bo |”

Fazendo-se a mudancga de varidavel v = y, podemos expressar esta integral em

termos da fungao Beta B(a,b).

/oo o) di — 2(n—1) /Ooo (1y o dy — 2(n—1)B<n—17n+1>, (5.15)

nbg n n

lim [ p(z)de = — (5.16)
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estabelecendo que a divergéncia em p, assim como em p, é integravel no sentido da funcao
0 de Dirac.

Estes resultados sao relevantes, pois primeiramente o conteiido de matéria
com densidade total negativa é uma funcao delta negativa na garganta do wormhole,
minimizando este tipo de matéria. Além disso, as trés quantidades sdo nulas quando
|z| > by, 0 que nos mostra que o contetido de matéria-energia do wormhole minimal nao

afeta as regioes (ou, os universos assintdticos) conectadas por ele.

5.2 Potencial Efetivo

O calculo do potencial efetivo para uma particula-teste escalar ndo massiva

tem inicio com a Equagao de Klein-Gordon 5.17 sem massa em espaco-tempo curvo.

Oyp =0, (5.17)

1
em que O = ﬁﬁa\/ﬁgaﬁﬁﬁ. E g = —det(gap)-
Para facilitar, vamos primeiramente realizar o calculo para uma métrica g,

genérica dada pela expressao 5.18. E depois, faremos a substituicao para a métrica KMMS,
5.3.

1
/()

Assim, a equacao de Klein-Gordon 5.17 para a métrica 5.18 é dada por:

ds® = —f(z)dt* + di* +w(z) (d92 + sin? 9) (5.18)

1 o 1 0 0 1 1 0 1 92
"o’ T w@ oz | ox —+———|¢=0. 1
f(x) o2 ’ w(z) Ox [wf&ﬁb] * w(x) [tan@@@ + Sin298g02] 9=0 (5.19)
Sabendo-se que [taia 5% T w7 38722 } = — L2, onde L é o operador de momento an-

gular e, considerando a propagacao da particula-teste como uma propagagao de modos des-

. A . ’ . . _ 2 t
critos em termos dos harmdnicos esféricos, ou seja, ¢(x,0,0,t) = > 1, Comwtome () Yeme ™,
entao, teremos que os modos um, () deverao satisfazer a seguinte equagao diferencial

ordinaria

_1d (wfdu> 4 Mw“)u _e (5.20)

sendo que, para nao congestionar as notagoes, nao representaremos mais os indices (¢mw).

Note que o termo ¢(¢ + 1) do autovalor do operador diferencial do momento angular:
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LYy = —L(0 — 1) Yy, E conveniente fazer a transformacao u = % Desta maneira, a

equagao 5.20, assumird a forma:
d d e+ 1)f fod [fu 9

—f— | f=—V — U =wv 5.21

fdx <fd$ >+[ w +2\/Ed$ Vw v (5:21)

em que w' = %w. Na equagao 5.21, é possivel identificar o potencial efetivo para a

perturbagcao:
f fyu d [ fu
Veg = =00+ 1 — . 5.22
T w (£+1)+ 2w dx \ Jw (5:22)

Assim, reescrevemos a equacao de modo a representar um problema de Espalha-
mento, analogo a Equacao de Schrodinger independente do tempo, da Mecanica Quantica

usual.

[_j; + veﬁ(x)] U =w’0. (5.23)

Agora, podemos especificar as expressoes para o nosso problema em questao.
Pela métrica do wormhole KMMS dada em 5.3, temos que f(z) =1 e w(x) = r(x) =

1 . : <
(b + |x|™)™ e o Potencial efetivo, entdo, assume a forma:

1) (= e
Vo) = 22 ((1 i +u“)2> ’ (524

bo

lembrando que p =

Para o caso do wormhole minimal, necessitamos tomar o limite n — oco. Assim,

temos:

Vi () G sl <t (5.25)
eff (L) = 0 .
Z(i%l), se |z| > by,

cuja representacao grafica estd na Figura 12. Como podemos apreciar, o potencial é
parecido com o potencial caixa comumente empregado na Mecanica Quantica. Além disso,
também é muito parecido ao potencial introduzido por Price nos primoérdios dos estudos

numéricos da estabilidade de buracos negros (31).
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b,

Bo

Figura 12 — Gréfico sem escala do potencial efetivo Vog(x) do wormhole minimal para uma
perturbacgao escalar nao massiva

No préximo capitulo, discorreremos sobre os modos quasinormais do wormhole
minimal.
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6 Modos quasinormais para o wormhole mi-

nimal

Os modos quasinormais sao obtidos partir de uma analise semelhante ao do
problema de espalhamento na Mecanica Quéantica. Para resolver 5.23 como Problema de
Espalhamento, dividimos o Potencial efetivo do Wormhole Minimal (Fig. 12) em 3 regioes,

conforme figura abaixo.

Veff )]
£(I+1)
e

by b x

Figura 13 — Potencial efetivo V.g do wormhole minimal separado em 3 regides. Regiao I:
xr < —bg, regiao II: —by < x < by e, por fim, regiao III: x > b

Devemos examinar a equagao 5.23 nas trés regioes. Nas regioes I e III, teremos:

A+ 1) )
cuja solucao geral pode ser escrita como
V() = alz]je(wlz]) + blelye(w|z]), (6.2)

com a e b constantes arbitrarias e j, e y, sdo as fungoes esféricas de Bessel de primeira e

segunda espécie, respectivamente.
Por outro, na regiao II, teremos:

l > l+1)

_ 2
_@ +bg] \I/ = W ‘If, (63)
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cuja solucao geral é

U(z) = Ce™" + De "™*, (6.4)
com C e D constantes arbitrarias e

w2:w2—€<£+1)
o

(6.5)

Conforme discutido no Capitulo 4, os modos quasinormais correspondem as

solugoes de 5.23 tais que

lim W(x) oc e ™7,

e (6.6)

lim W(z) e

Neste ponto, é conveniente introduzir as funces esféricas de Hankel A{) e h(?),

definidas a seguir.

hD(s) = ju(s) +iy.(s), (6.7)
hMP(s) = ju(s) — iy (s), (6.8)

as quais possuem as seguintes representacoes em série para ordens inteiras £:

eis ¢ n |
I N T ot (69)
@ B .+167is 14 (n+k‘)'
W) = inE Ig(%)kk!(n_kﬂ, (6.10)

Comparando com 6.6, temos que as solugdes que nos interessam nas regioes I e

III sao, respectivamente,

U;(z) = Alz|h{ (w]z)

(6.11)
Uirr(z) = Blz|hi" (w]z)),

com A e B constantes arbitrarias. O préximo passo é exigir continuidade de ¥(z) e
V' (z) = %\If nos pontos x = +by. De maneira analoga aos problemas de espalhamento em
Mecanica Quantica elementar, teremos uma equagao caracteristica para as frequéncias

agora, complexas) w.
(ag
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6.1 Equacao caracteristica

Da continuidade de ¥(z) em x = £by, temos as equagoes

AbghP (why) = Ce ™ 4 Dei=ho, (6.12)
Bboh{" (wby) = Ce™ + De b, (6.13)

Por outro lado, da continuidade de W'(z) em x = +by, temos

—A [h?) (wbo) + wbogf) (wbo)} = iwCe ™" — jDe™™M, (6.14)
B {hgl)(wbo) + wbogél)(wbo)} = iwCe™™ —jwDe "M, (6.15)

sendo g,?(s) = Lhl%(s). Estas quatro equagdes podem ser combinadas e escritas como o

sistema linear

bo h§2) (wbo) 0 o—iwbo gibo 4
0 bohél)(wbo) ibo e—iwbo 5
_ hé2) (wbo) + Wbogf)(wbo)} 0 iwe b —jgget@ho o |~ 0,
0 {h?)(a’bo) + wbogél) (wbo)} imet®bo  _jme—iwbo o)
M

(6.16)
onde C'=—-CeD =—-D.

Os modos quasinormais sao as solu¢ao nao triviais deste sistema. Para que elas

existam, frequéncias quasinormais w devem satisfazer

det M =0, (6.17)

e esta ¢ a equacao caracteristica do problema.

A equacao caracteristica 6.17 é uma equacgao transcendental complexa para
w, o que impede de se obter suas solugoes analiticamente. Mesmo abordagens numéricas
sao complicadas devido a presenca das funcoes de Hankel e suas derivadas. Contudo, ha
um limite fisicamente importante para o qual podemos obter as frequéncias complexas
w: trata~se do caso com |w| — 0o, que pode ser interpretado como o limite de grande
atenuacao, ou seja, aquele para o qual Sw — —o0, de acordo com as defini¢oes do Capitulo

4. Para mais detalhes deste limite, ver (33).

Das representagoes em série 6.9 para |w| grande, podemos escrever

Uy(x) ~ Ale™™, (6.18)
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f+1
sendo A’ = A’T.

Da mesma forma,

‘IIIII(x> ~ B/eiwm,

,L')Z+1

sendo B’ = B(_T'

(6.19)

Assim, é facil verificar que a equacao caracteristica obtida a partir das aproxi-

macoes assintoticas 6.18 e 6.19 é a mesma do classico problema da barreira retangular na

mecénica quantica (34). O sistema linear neste caso serd

eiwbo 0 e—iwbo eiwbo A/
0 eiwbo eiwbo e—iwbo B/
—jwebo 0 ime ™ et c |- 0
0 iwebo  jrgeiTbo  _jrgeiwho D’
Y3

(6.20)

A matriz M’ pode ser reduzia, por eliminacdo gaussiana, a seguinte forma:

eiwbo 0 efiwbo eiwbo
0 eiwbo e’i‘wbo e—’iwbo
M = . , ,
0 0 i(lwt+we @0  j(w—w)e®r
0 0 —i(w—w)e®® —i(w+w)e @0

a partir da qual podemos encontrar a equagao caracteristica para o problemas:

det M = 2iho {(w + w)2e 2 ( — w)Qezmbo} =0,
que, neste caso, reduz-se a

(w—=)?

(w+w)?

e—4i‘wbo _

Note que, de 6.5, podemos escrever, para |w| grande,

0(e+1)

wWHw~2w e wWw—wnr~ 5
2wbj

e ficamos finalmente com a seguinte equacao caracteristica nesse limite:

20+ 1)?
16w*bg

—4iwby __

(6.21)

(6.22)

(6.23)

(6.24)

(6.25)
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cuja solucoes podem ser escritas em termos da funcao W de Lambert, como veremos a

seguir.

6.1.1 Solucdes da equacao caracteristica

A equagdo caracteristica 6.25 pode ser escrita como

. 0(0+1) 6.6
ze® = YA (6.26)
onde z = —iwbg e k = 1...4, sendo I as quatro raizes da unidade. A fungao W(z) de

Lambert é uma fungao analitica definida como a inversa (multivaluada) precisamente da

fungao f(z) = ze® e, portanto, temos que as solugoes de 6.25 sao

i - ((0+1) 697
com k = 1...4. Este resultado coincide com o obtido em (34). Podemos ter uma ideia
da distribuicao dos modos quasinormais com |w| > 1 examinando com detalhes a fungdo

W (z) de Lambert. Vamos considerar explicitamente o caso Iy = —i, pois os outros sao

andlogos. Escrevendo z = a + i3, temos que 6.26 corresponde ao sistema:

e*(acosff— fsinf) = 0, (6.28)

e (asinff+ feosf) = M (6.29)

A primeira equacio nos fornece

a = f[tan S. (6.30)

J& a segunda, corresponde a

g(é—{— 1) COSﬁ
5 B

eﬁtanﬂ _

(6.31)

para cos 8 # 0.

A condigao de estabilidade Sw < 0 corresponde a Rz = a < 0. A equagao
6.31 tem infinitas soluc¢oes. Suas solugoes correspondem ao encontro das duas fungoes
correspondentes ao lado esquerdo e direito da igualdade. A funcdo do lado esquerdo é uma
fungdo par e nao negativa. Além disso, esta fungiao se anula para 5 = (2n+ 1)7/2 + ¢,

é igual a 1 para § = 2nm, e diverge para = (2n + 1)7/2 — ¢, para todo n € Z. J4 o
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lado direito, para || grande o suficiente, é limitado superiormente por 1. Isto pode ser
verificado na figura a seguir 14, quando ¢ = 1. Assim, os pontos de encontro entre as duas

curvas sempre se darda em pontos tais que a = ftan § < 0, garantindo que Sw < 0 para

grandes |w|.

005k

-0.05F

Figura 14 — Gréfico das fungoes €’**"# (linha em azul) e 6(2@“) CO;B (linha em amarelo)

para 3 grande. Considerou-se ¢ = 1.
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7 Discussao e Conclusoes

Esta dissertacao elaborou uma revisao de alguns conceitos relevantes da Relati-
vidade Geral, wormholes e modos quasinormais. Deste modo, ela pode ser vista como um
guia para um estudante que queira se aprofundar nesses topicos. Partindo do trabalho
(7), encontramos uma expressao explicita para o potencial efetivo de excitacoes escalares.
Mostramos que o limite de frequéncias quasinormais complexas w tais que |w| > 1 se
reduz a resultados conhecidos envolvendo o potencial barreira usual da Mecanica Quantica.
Deve-se destacar que o tipo de wormhole minimal considerado neste trabalho pode ser
considerado um “toy model” para a analise de solugoes topologicamente mais complicadas,
pois as ferramentas utilizadas neste trabalho sdo as mesmas para quaisquer analises de

perturbagao em outras geometrias espago-temporais.
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APENDICE A - Horizontes na métrica de

de Sitter: conceitos e definicoes

A.1 Referenciais e distancias

Antes de trabalhar com os horizontes precisamos definir os diferentes tipos de

referenciais no contexto cosmoldgico.

Defini¢ao 1.1: Referencial préprio é o sistema de referéncia que se move junto com o

observador.

Definicao 1.2: Referencial comovel é o sistema de referéncia que estd em repouso com o

fluido.

Definicao 1.3: Distancia prépria no contexto cosmologico é a medida da geodésica espacial

ao longo de uma hipersuperficie com tempo césmico constante (35).

A.1.1 Sistema de Coordenas Coméveis

O sistema de coordenadas comoéveis é formado por uma coordenada temporal
t representando o tempo préprio do observador e trés coordenadas espaciais (z!, 22, 23).
Deste modo, cada hipersuperficie com ¢ = constante sera perpendicular a linha de mundo
do observador (36), o que implica que a métrica para as coordenadas coméveis tem uma

forma geral dada por:

ds® = Adt* — gyda'da’, (A.1)

em que i,j = 1,2,3 e g;; sao fungdes das coordenadas (¢, 2!, 22, 2%). E relevante ressaltar
que a métrica nas coordenadas comdéveis nao incorpora, em sua forma geral, a propriedade

de homogeneidade e isotropia do espago.

A.2 Espaco-tempo de de Sitter

O espaco-tempo de de Sitter é definido como sendo o espago com escalar de

Ricci R positivo (37). Este espago pode ser representado como um hiperboloide embebido
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em um espac¢o plano de 5 dimensoes, ou seja,

ds* = —dv? + dw? + dz* + dy* + d2°. (A.2)

Para chegarmos no modelo cosmolégico estatico de de Sitter, precisamos fazer
duas transformagoes de coordenadas em (A.2): uma para o sistema (¢, x, 0, ¢) e outra para
(t, 2,9, 2) (37). Sdo elas:

v = asinh(a™'t),w = acosh(a't) cos x,
x = acosh(a't)sin x cos#,y = o cosh(a't) sin y sin § cos ¢, (A.3)

z = a cosh(a't) sin x sin 0 sin ¢.

~ w+v o, oax
t = alog S e
« w + v
A a . oz (A.4)
Yy = y 2 =
w+v w+v

O sistema de coordenadas (¢, x, 0, ¢) cobre todo o hiperboloide, de modo que

as superficies t = constante possuem curvatura k = +1.

A.3 Universo cosmoldgico de de Sitter

O modelo cosmoloégico de de Sitter é caracterizado pelo tensor de energia-
momento correspondendo unicamente a uma constante cosmologica. A métrica de de Sitter

tem a forma:

ds? = —di* + = (dr? + r*dQ?) (A.5)

Substituindo (A.5) nas Equagoes de Einstein (2.1), com tensor de energia-
momento 7),, = Ag,,, ou seja, R,, = Ag,, (38), encontramos a dependéncia de o com a

constante cosmologica:

o =

3
2 A6
N (A6)
Como estamos interessados apenas na forma dos horizontes de eventos e dos
horizontes cosmologicos, foi escolhido arbitrariamente o« = 1. Esta escolha respeita o
formato dos cones de luz, mas torna a escala temporal arbitraria, ndo seguindo a cronologia

do universo.
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Faremos a andlise da métrica de de Sitter numa se¢ao transversal do espaco-
tempo, considerando 6 e ¢, das coordenadas esféricas, constantes. Isso faz com que o termo
dS) da métrica possa ser ignorado e, assim, conseguimos produzir graficos bidimensionais
sem perder a forma do horizonte e dos cones de luz em questao. A métrica para a realizacao

dos graficos se torna entao:
ds® = —dt? + e dr’. (A.7)

A.3.1 Cones de Luz

Definicao 2.1: O cone de luz de uma métrica é o espaco gerado quando ds? = 0.

Utilizando-se esta definicao, temos que os cones de luz para o modelo cosmolé-

gico de de Sitter sao dados pelas curvas:

dr = dte= (A.8)
cuja solucao ¢ simplesmente

—t

r(t) = —ae= (A.9)

A.3.2 Cones de Luz em termos da distancia prépria

Sabemos que a distancia prépria do observador nos modelos cosmoldgicos ¢ dada
por D(t) = a(t)r, em que a(t) é o fator de escala. Para o caso em questdo, colocolocando

ds® = 0 temos, entdo, os cones de luz
D(t) = (c; +t)en (A.10)

2t

D(t) = (ca—t)e= (A.11)

onde ¢; e ¢y sao constantes de integragao.

A.3.3 Observadores Comdéveis

O observador comével na métrica (A.7) serd simplesmente r = constante, ja que
no caso do universo de de Sitter o comovel estd em repouso, de acordo com a proposi¢ao

1.1. J& o observador comével no referencial préprio se faz com dr = 0 em (??), ou seja,
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. —4t , . A . 7 .
(D — %) e~ dt = 0. A curva do observador comdvel em termos da distancia prépria em

funcao do tempo é dada por:

D(t) = Ce¥, (A.12)

em que C' é uma constante de integracao.

A.3.4 Horizontes Cosmoldgicos

Utilizamos as definigoes da referéncia (35).

Definicao 3.1: O Horizonte de Particulas é distancia para o qual a luz pode ter via-

jado de t = 0 até um dado instante ¢.

Definigao 3.2: O Horizonte de Eventos ¢ a distancia para o qual a luz pode viajar de um

dado instante ¢ até t = oo.

Em suma, utilizando o conceito de cones de luz, podemos reinterpretar estas
defini¢oes de forma que o horizonte de particulas é o cone de luz futuro em t=0 que para
no instante ¢, enquanto que o horizonte de eventos ¢ o cone de luz passado no instante

t = o0.

A.3.5 Descricao grafica dos cones de luz e horizontes cosmolégicos

Seguindo a andlise descrita anteriormente, podemos elaborar os graficos do
horizonte de particulas e horizonte cosmolégico, tanto nas coordenadas proprias quanto

nas coordenadas comoveis. Os resultados podem ser vistos nas figuras 15, 16 e 17.

Proper Distance

400

200+

=200

—400}

Figura 15 — Observadores comédveis descritos em termos do tempo e da distancia prépria
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Proper Distance

50

-850+

Figura 16 — Cone de luz passado descrito em termos do tempo e da distancia prépria.
De acordo com a definicao, se calculado em t = oo, esse grafico representa o

horizonte de eventos na métrica de de Sttter.

Comaving Distance

1.0

05

-05F

Figura 17 — Cone de luz futuro descrito em termos do tempo préprio e da distancia comovel.
De acordo com a definicao, esse grafico representa o horizonte de particulas

na métrica de de Sitter.
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